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基于最小二乘法的拟合曲线CCD相机畸变校正
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摘 要：针对视觉自动定位中所采用的CCD镜头存在畸变的问题，提出一种基于已知尺寸的数学模型、利用最小二乘
法拟合理想尺寸与初次拍摄尺寸之间差异值曲线的校正方法，并对曲线进行验证。实验结果表明，该方法在不依赖相机
内外参数的条件下，相比其他模型更为简单易懂，校正后能获得高精度的测量结果。
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在机器视觉广泛的应用中，目标物的获取往
往是依赖于CCD相机。但由于设计、生产等多方
面的原因，相机的成像系统不可避免地存在各种
像差，特别是视场较大时，相机获取的图像会存在
不同程度的畸变，这给后续的图像信号处理带来
误差和困难[1]。
通过查阅资料，目前已有的畸变校正方法有
很多种，且校正效果较好。J Wang等提出一种基
于径向畸变系数和理想图像平面到传感器阵列变
换的模型；该模型参数较少，但是理想图像和畸变
图形的映射关系变得较为复杂[2]。程传奇等提出
基于基本矩阵约束的畸变自动校正及像主点坐标
确定的方法；该方法可以将相机参数与畸变系数
独立，避免了相互影响，但是在应用过程中基本矩
阵和参数平差等求解复杂[3]。郭羽、杨红等提出利
用精密测角法与比长法综合测量畸变的方法，再
利用放大率法、质心法等方法，求出拟合公式系
数；该方法在中视场范围内拟合效果很好，但是测
量装置较为复杂[4]。
本文提出拍摄已知尺寸的同心圆模型，计算
出各个尺寸的测量误差值，分析误差，利用最小二
乘法来拟合畸变曲线。此方法不依赖相机内外参
数，不需建立复杂模型，简化了计算量和复杂度。
1 畸变校正模型
1.1 相机理想模型和相机畸变
相机的理想模型为小孔成像模型，理想成像
按照投影可表示为图1所示。图中的坐标系分别
为像素坐标 uov 、成像坐标 xooy 、相机坐标系
Ocxcyc zc 和世界坐标系 Owxwyw zw 。其中，点
pu(xu ,yu)为理想像点位置，p′(x′,y′)为点 pu(xu ,yu)
对应的畸变像点位置。
图1 相机成像模型图[5]
由几何光学知识可知，理想光学系统的物像
位置如图 2所示，有一大小为 l、垂直于轴线的物
体AB通过成像得到倒像A ′ B ′、大小为 l′。由物
点B平行于光轴的光路BN、经过物方焦点F的光
路BF，利用焦点和主面的性质，就可确定像的位
置和大小。
图2 理想物像位置和放大倍率
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通过焦点位置，物像关系即可得到确定。以
x表示点A到物方焦点F的距离，称为物距；以 x′
表示像点A′到像方焦点F′的距离，称为像距。 f
为物方焦距，f ′为像方焦距。物、像距的方向是
根据焦点到像的方向与光路方向来判断，相同为
正相反为负。图 2所示情况，物距为负，像距为
正。由相似三角形BAF和MPF、B′A′F′和N′P′F′，
可分别得到：
l
-x =
-l′
-f （1）
l
f ′ =
-l′
x′ （2）
由公式（1）、（2）得：
-l′
l =
-f
-x （3）
-l′
l =
x′
f ′ （4）
l′与 l之比即为像的放大倍率 β，所以有
β = l′l = - fx = - x′f ′ （5）
由公式（5）可知，放大倍率随物体位置而不同。在
同一对共轭平面，放大倍率是一个常数，因此像与
物的外形保持一致。
然而实际的光学系统，当视场较大或者很大
的时候，放大倍率会随着视场而改变，这样将会使
像与物体失去相似性，成像发生形变。这种成像
缺陷称为畸变。假设实际的放大倍率为 βˉ，畸变
为 ε，则畸变百分比
ε = βˉ - ββ × 100% （6）
理想的成像如图3a所示。当系统具有负畸变时，
βˉ 会随着视场的增大而减小，或者说，越远离主
点，实际像高比理想像高增加的慢，其成像呈桶
型，如图 3b所示。当系统具有正畸变时，则与负
畸变相反，所成的像为枕型，如图3c所示[6]。
1.2 校正模型
相较于其他畸变校正模型，或需要内外参数，
或需要基本矩阵，或需要计算畸变的畸变系数，在
校正畸变过程中，算法较为复杂，计算量偏大。本
文提出一种新的畸变校正方法，不依赖内外参数，
可简化校正过程。本实验的畸变校正流程图如图
4所示。
由 1.1畸变分析可知，当远离视场中心位置
时，所成的像与物之间的差异值将会越来越大，因
（a）理想 （b）负畸变
（c）正畸变
图3 成像分类图
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图4 最小二乘法的拟合曲线相机畸变校正流程图
此选取一数学模型进行验证和计算。利用已标定
好的相机对校正模型进行拍摄，得出初始测量值，
并且与实际尺寸进行比对，求出两者的误差值。
为了将误差控制在理想范围之内，且能够获得较
好的校正性能，本文选取最小二乘法拟合误差
曲线。
本方法所采用的畸变校正模型为由多个已知
半径尺寸的等距同心圆组成的检验图像，如图 5
所示。在理想状态，相机无畸变情况下，测得圆的
半径值与实际值一致。而实际测量时，圆的测量
尺寸与实际尺寸有一定的偏差，且随着远离圆心，
偏差值会越来越大。
图5 畸变校正检验图像
假设本实验获得的误差值函数 f (x)∈C[ ]a,b  
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只在一组离散的点集 { }xi , i = 0,1,2,⋯,m 上给出，
这 就 是 科 学 试 验 中 常 见 实 验 数 据
{ }( )xi ,yi  ,  i = 0,1,2,⋯,m 的 曲 线 拟 合 ，记 为
yi = f (xi)     (i = 0,1,2⋯m) ，所 求 的 是 一 个 函 数
y = S*(x) ，与所给的数据拟合，记两者误差为
δi = S*(xi)- yi        (i = 0,1,2⋯m),δ = (δ0 ,δ1,δ2 ,⋯,δm)T 。
设 φ0(x),φ1(x),⋯,φn(x) 是 C[ ]a,b 上线性无关的函
数族，在 φ= span{φ0(x),φ1(x),⋯,φn(x)}中找到一个
函数 S*(x) ，使误差平方和最小，利用公式表达
如下：
 δ 22 =∑i = 0m δ2i =∑i = 0m [S*(xi)- yi]2 = minS( )x ∈φ∑i = 0m [S(xi)- yi]2（7）
式中
S(x)= a0φ0(x)+ a1φ1(x)+⋯ + anφn(x)               (n <m)（8）
这就是一般的最小二乘逼近，也称为曲线拟合的
最小二乘法[7]。
在求解拟合曲线过程中，要确定 S(x)的形式，
一般来说，若 φn(x)是 n次多项式，则 S(x)即为 n
次多项式。为了使问题提法更具有一般性，这里
将引进加权函数 ω(x)≥ 0 [8]，表示不同点 (xi , f (xi))
重复观测的次数。将式（7）变形为
 δ 22 =∑i = 0m ω(xi)[S(xi)- f (xi)]2 （9）
用最小二乘法求拟合曲线，就是在形如式（7）的
S(x)中求一函数 y = S*(x)，使式（9）获得最小值。
结合公式（8）将公式（9）转化为多元函数
I(a0 ,a1,⋯,an)=∑
i = 0
m
ω(xi)[∑
j = 0
n
ajφj(xi) - f (xi)]2 （10）
求 最 小 值 转 化 为 求 式（10）极 小 点
( )a0 ,a1,⋯,an ，对函数进行一阶偏导数，可以得到
如下公式：
∂I∂ak = 2∑i = 0m ω(xi)[∑j = 0n ajφj(xi) - f (xi)]φj(xi)           k = 0,1,⋯,n
（11）
令
(φi,φk)=∑
i = 0
m
ω(xi)φj(xi)φk(xi)
( f,φk)=∑
i = 0
m
ω(xi) f (xi)φk(xi)≡ dk,k = 0,1,⋯n
（12）
则式（11）可改写为
∑
j = 0
n (φk,φj)aj = dk （13）
最终将函数转化为矩阵形式 Ga = d 。其中
a = (a0 ,a1,⋯,an)T，d = (d0 ,d1,⋯,dn)T，
G =
é
ë
ê
ê
êêê
ê
ù
û
ú
ú
úúú
ú
(φ0 ,φ0) (φ0 ,φ1) ⋯ (φ0 ,φn)(φ1,φ0) (φ1,φ1) ⋮ (φ1,φn)⋮ ⋮(φn,φ0) (φn,φ1) ⋯ (φn,φn)
（14）
本文取 φ0(x)= xn,φ1(x)= xn- 1,⋯,φn(x)= 1，且 φ0(x),
φ1(x),⋯,φn(x) ∈C[a,b] 在 点 集 {xi , i = 0,1,2,⋯,m}  
    (m≥ n)满足哈尔条件 [7]。可得方程（14）唯一解
ak = a*k ,k = 0,1,⋯n ，从而得到函数 f (x)的最小二
乘解为
S*(x)= a*0φ0(x)+ a*1φ1(x)+⋯ + a*nφn(x)               (n <m)（15）
至此，拟合曲线求解完毕。最终将拟合畸变曲线
与相机测量原始曲线方程相加即可得到校正后的
方程
F(x)=λ(x)+ S*(x) （16）
式中 λ(x)为相机的原始测量值曲线方程。利用方
程（16），即可求校正后的各个位置的值。
2 实验结果与分析
为了验证上述拟合曲线是否能够校正畸变，
利用模型进行实际求证，由于相机的畸变相对于
中心点对称，因此在实际测量时，将模型简化为一
条沿同心圆某个方向的直线，实际检测模型如图6
所示。
图6 实际检测模型
利用基恩士超景深三维显示系统 VHX-
5000，配备20倍率镜头，测量图像实际尺寸，以确
保图像尺寸精度的可靠性。测量得如表1所示实
际值。利用MV-UB500M型号相机采集检验图
像，实际图像的边缘存在毛刺、凹孔等缺陷，为了
排除缺陷干扰，先对图像进行滤波处理，然后再测
量图像尺寸。利用相机可得出各个尺寸的初始测
量值，为了减小误差，多次测量模型值，将测量值
与实际值进行比对和计算，得出误差。实验数据
具体如表1所示。
根据测得的数据，利用本实验提出的最小二
乘法的算法，对畸变进行曲线拟合。表格中的实
际值为 ri，f (ri)为通过拟合获得的函数，得出畸
变误差的规律，计算出方程（15），与样条插值法相
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表1 实际值与测量值误差表 mm
实际值
0
1.803
3.613
5.615
7.313
9.203
11.038
12.874
14.709
16.570
18.433
20.295
22.157
24.046
25.881
27.743
29.579
31.441
33.303
35.192
测量值1
0
1.803
3.608
5.607
7.294
9.178
11.006
12.839
14.671
16.520
18.374
20.216
22.063
23.939
25.758
27.591
29.428
31.292
33.134
35.014
测量值2
0
1.802
3.610
5.607
7.297
9.179
11.005
12.837
14.669
16.525
18.369
20.217
22.067
23.936
25.756
27.595
29.431
31.292
33.134
35.014
测量值3
0
1.802
3.608
5.606
7.294
9.176
11.002
12.840
14.672
16.522
18.375
20.217
22.064
23.937
25.789
27.594
29.427
31.290
33.135
35.016
误差值
0
0.001
0.004
0.009
0.018
0.025
0.034
0.035
0.038
0.048
0.060
0.078
0.092
0.109
0.123
0.150
0.150
0.150
0.169
0.177
比，利用最小二乘法拟合曲线，是为了使整体的误
差值尽可能接近曲线，从而达到校正的目的。拟
合函数 n的次数越高，则拟合的效果越好。利用
MATLAB编程，通过实验发现，本文曲数次数为 5
次，即可得出较为理想曲线，曲线图如图7所示。
图7 误差拟合曲线图
曲线方程为
S* = (2.0976 × 10-8)× r5 -(2.4802 × 10-6)× r4 +
(9.9077 × 10-5)× r3 - 0.0015 × r2 + 0.0117 × r
- 0.0193
式中 r表示半径，且 r = (x2 + y2)            (r > 0)。
求出公式（15），根据公式（16），即可将畸变曲
线与原始曲线结合，对相机畸变进行校正，通过编
辑程序，完成公式（14）的工作，得出新的实验数
据，对误差进行计算，得到如表2所示的校正后的
数据。
表2 实际值与校正值误差表 mm
实际值
0
1.803
3.613
5.615
7.313
9.203
11.038
12.874
14.709
16.570
校正值
0
1.800
3.617
5.618
7.312
9.200
11.031
12.872
14.712
16.574
误差
0
0.003
-0.004
-0.003
0.001
0.003
0.007
0.002
-0.003
-0.004
实际值
18.433
20.295
22.157
24.046
25.881
27.743
29.579
31.441
33.303
35.192
校正值
18.437
20.294
22.158
24.045
25.879
27.732
29.576
31.449
33.301
35.189
误差
-0.004
0.001
-0.001
0.001
0.002
0.011
0.003
-0. 008
0.002
0.003
查阅资料可知相机畸变的变化规律，越远离
视场中心点，畸变值越大。通过观察表1表2以及
拟合曲线图 7，不难发现，拟合曲线整体变化规律
符合畸变变化规律，但 11.038、27.743以及 31.441
这 3个点偏离拟合曲线幅度较大。经分析，导致
该误差的可能性是由于实验过程中一些人为的测
量误差和随机误差以及检测模板精度等问题，将
这3个点进行调整，再对曲线进行二次拟合，拟合
曲线如图8所示。
图8 调整后拟合曲线
并得到新的曲线方程：
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S** = (1.6445 × 10-8)× r5 -(2.0026 × 10-6)× r4
+(8.1384 × 10-5)× r3 - 0.0012 × r2 + 0.0100 × r
-0.0164
利用新方程校正，得到实验数据如表3所示。
表3 调整后实际值与校正值误差表 mm
实际值
0
1.803
3.613
5.615
7.313
9.203
11.038
12.874
14.709
16.570
校正值
0
1.800
3.616
5.620
7.312
9.200
11.033
12.872
14.712
16.574
误差
0
0.003
-0.003
-0.005
0.001
0.003
0.005
0.002
-0.003
-0.004
实际值
18.433
20.295
22.157
24.046
25.881
27.743
29.579
31.441
33.303
35.192
校正值
18.437
20.294
22.158
24.045
25.879
27.741
29.577
31.446
33.301
35.190
误差
-0.004
0.001
-0.001
0.001
0.002
0.002
0.002
-0. 005
0.002
0.002
通过对比表 1、表 2和调整后的表 3实验数据
可得知，校正后所得到的畸变值得到大大缩小，误
差最大绝对值不超过 0.005 mm。因此认为，利用
最小二乘法校正畸变的方法是可行的，校正精度
较高。此外，鉴于实验条件限制，相机质量、校正
模型的精度和安装精度还不够高，如果硬件设备
精密程度更高，可进一步提高校正精度。
3 结论
通过本实验的拟合最小二乘法曲线的校正算
法，只需要利用简单的实验设备即可完成CCD相
机畸变校正，不需要相机的内外参数，不需要对相
机的径向和切向畸变参数进行计算。此方法步骤
为：先对相机进行标定，获得已知尺寸的数学模型
的图像，测量其尺寸，计算出误差；然后利用最小
二乘法，对畸变误差值进行拟合，得出畸变曲线；
最后对相机畸变进行校正。实验结果表明，本方
法对畸变精度的校正有着较好的效果，能将误差
绝对值控制在不超过0.005 mm；方法易于理解、算
法简单、所求参数量少、校正精度较高，具有较强
的实用性，适合视觉初学者的使用。
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